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Resumo

Na apresentacdo dos nimeros primos uma questdo natural é a de determinar todos 0s nimeros
primos até certo limite dado. Um procedimento simples que é mostrado no ensino
fundamental é o chamado Crivo de Eratosthenes e este procedimento, na maioria dos casos,
segue sendo o Unico empregado até mesmo nos cursos de licenciatura em Matematica. Neste
artigo, justifica-se a importancia de se introduzir outros crivos, como os de Atkin e Sundaram,
e a relevancia, no ensino superior, ndo apenas de se determinar certa quantidade de primos
usando os crivos, como também a questdo fundamental de se discutir a primalidade de um

inteiro positivo impar.
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didaticas.
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Introducéo

Este trabalho tem por finalidade descrever uma pesquisa em andamento, ligada ao grupo
Processo de Ensino e Aprendizagem em Matematica (PEA-MAT), e que procura investigar o
trabalho didatico com ndmeros primos entre licenciandos em Matematica, por meio do
emprego de diferentes crivos, como os de Eratosthenes, Sundaram e Atkin. Neste relato, além
dos aportes tedricos e metodologicos, sdo trazidas as descricdes dos crivos, que servirdo a

elaboracdo das sequéncias didaticas para o trabalho com os sujeitos da pesquisa.

A justificativa desta pesquisa repousa, essencialmente, na relevancia do tema no ambito da
aprendizagem dos numeros naturais. De fato, as criangas, ao chegarem a escola, ndo encaram
0s numeros e as operacdes elementares relativas a eles como fatos inéditos. Justamente neste
sentido, afirmam Friederich, Kruger e Nehring:
As criangas ao chegarem a escola, ja possuem certa nogdo dos nimeros e
algumas operacOes bésicas, portanto o estudo dos nimeros, como objeto
matematico, precisa envolver o reconhecimento da existéncia de diferentes
tipos de numeros e de suas representacdes e classificacbes, exemplo 0s
nlmeros primos, compostos, pares, impares, fracionarios etc. E importante
salientar que partir dos conhecimentos que as criangas possuem ndo significa
restringir-se a eles, pois é papel da escola ampliar esse universo de
conhecimento e dar condicdes a elas de estabelecerem vinculos entre o que

conhecem e 0s novos conteldos que vdo construir, possibilitando uma
aprendizagem significativa (FRIEDERICH, KRUGER E NEHRING, 2009,

p. 4).

Os sistemas escolares preveem a introducdo do conhecimento relativo aos nimeros primos
geralmente no sexto ano do ensino fundamental. De fato, os Parametros Curriculares do
Ensino Fundamental (Brasil, 1998) recomendam, naquilo que chamam de terceiro ciclo (0s
atuais sexto e sétimo anos) um trabalho continuado com os niimeros naturais “em situagdes de
contagem, de ordenacdo, de codificagdo em que tenha oportunidade de realizar a leitura e
escrita de nimeros ‘grandes’ e desenvolver uma compreensao mais consistente das regras que

caracterizam o sistema de numeragao que utiliza” (BRASIL, 1998, p.66).

Neste contexto, a introducdo dos ndmeros primos nao pode surgir de forma descolada em
relacdo ao principio multiplicativo, nem exposta sem a contextualizacdo proposta por
situacOes problema:

Conceitos como os de ‘multiplo’ e ‘divisor’ de um nimero natural ou o
conceito de ‘numero primo’ podem ser abordados neste ciclo como uma
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ampliagdo do campo multiplicativo, que ja vinha sendo construido nos ciclos
anteriores, e ndo como assunto novo, desvinculado dos demais. Além disso, é
importante que tal trabalho ndo se resuma a apresentacdo de diferentes
técnicas ou de dispositivos praticos que permitem ao aluno encontrar,
mecanicamente, 0 minimo mdultiplo comum e maximo divisor comum sem
compreender as situacdes-problema que esses conceitos permitem resolver
(BRASIL, 1998, p.66).

Em atencéo a esta proposicéo, o Curriculo do Estado de Sdo Paulo (Séo Paulo, 2010) propde a
introducdo do conceito de ndmeros primos no 6° ano do Ensino Fundamental. Como é
possivel observar na proxima figura, o conteido esta relacionado ndo a mera identificacao dos

primos, mas ao seu significado.

52 série/62 ano do Ensino Fundamental
| | Conteidos Habilidades

Numeros + Compreender as principais caracteristicas
do sistemna decimal: significado da

. . base e do valor posicional
Numeros naturais

+ Conhecer as caracteristicas e propriedades

* Muiltiplos e divisores
P dos numeros naturais: significado dos

B Nameros primos nameros primos, de multiplos e de divisores
‘E * Operagoes basicas (+, —, ., +) + Saber realizar operagfes com nameros
Ei . naturais de moedo significativo (adigao,
a * Introdugao as poténcias subtragio, multiplicagéio, divisio,
- potenciagio)
FragBes + Compreender o significado das frages na

* Representacio representacdo de medidas ndo inteiras e da

equivaléncia de fragtes
+ Comparagao e ordenagao
+ Saber realizar as operagBes de adigdo e
* Operagiies subtragdo de fragdes de modo significativo

Fonte: Curriculo do Estado de Sdo Paulo (Matematica e suas Tecnologias — Ensino Fundamental Ciclo 11
e Ensino Médio), p.57

Em relacdo ao conceito de primalidade, os alunos devem receber subsidios para perceberem
que alguns nimeros sdo o produto de outros, como 6 = 2 X 3, 30 = 5 X 6, etc., ou seja, sdo
nameros compostos. Os demais numeros sao aqueles que ndo tém outros fatores além deles
mesmos e da unidade. Em outras palavras, nimero primo é todo nimero, maior do que 1, que
é divisivel somente por si mesmo e pela unidade. Os primeiros nimeros primos sdo 2, 3, 5,
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, etc. Da mesma forma, quando um nimero nao é primo ele
pode ser decomposto em fatores primos, como 12 =2x2x 3, 30=2%X3X%x5,935=5x
11 x 17. Pelo seu carater basilar no estudo dos numeros, essa propriedade € conhecida como
0 Teorema Fundamental da Aritmética. Ela significa que os nimeros primos sdo, por assim

dizer, os “4tomos” ou “tijolos” da construcdo numérica pela multiplicacao.

Assim, é preciso pensar na maneira como podem ser construidos elementos didaticos que

estimulem o trabalho com os primos, 0 que se descreve a seguir.

Revista WEB-MAT. Belém, vol. 1, n. 1, p. 15-30| Janeiro-Julho 2014
17



Aportes tedricos e metodologicos

A construcdo da aprendizagem relacionada aos numeros primos representa um desafio para o
professor, & medida que os processos relacionados ao significado deste tema precisam
fornecer elementos para que o estudante ndo apenas compreenda as caracteristicas intrinsecas
destes nimeros e a importancia da apropriacdo do conhecimento relativo aos mesmos no
ambito da aritmética, como também desenvolvam competéncia para o0 emprego das
propriedades destes nimeros em situagdes matematicas contextuais, caracterizadas por
argumentacdes, demonstracdes, provas e usos especificos (compreensdo de codigos

criptograficos € um caso tipico).

No ambito da didatica francesa, que serve de referéncia a este estudo, existe a proposicdo de
que o aluno pode aprender a partir do engajamento em um processo investigativo de tal forma
que as etapas deste esforco possam representar uma simulagdo do trabalho do matemaético
quando se debruca sobre problemas especificos — este trabalho €, portanto, uma producéo que
denota, dialeticamente, um percurso de construgdo de um conhecimento a partir da assunc¢ao
da possibilidade de aprendizado autbnomo e independente (Oliveira, 2009). Esta abordagem é
tratada teoricamente no dmbito da teoria das situacGes didaticas (TSD), proposta por Guy
Brousseau (1986).

Para Oliveira e Silva (2013), de acordo com o autor francés, a TSD pode ser encarada como
uma proposta interacional, envolvendo um aprendiz e um meio especifico, denominado
milieu, e que, de certa maneira, condiciona o processo de aquisi¢do de dado conhecimento, o
gue costuma ocorrer no contexto de propostas que procuram provocar desequilibrio cognitivo
e um movimento de reorganizacdo das estruturas mentais a partir da compreensao, pela via
investigativa, dos conceitos incluidos em uma proposta de ensino. Desta forma, uma situacédo
didatica representaria uma rede de processos de interacao entre o aluno, o professor e o saber,
que é organizada no ambito dos espacos de ensino (a sala de aula, por exemplo) tendo por
contexto significativo um milieu antagbnico e por constituintes algumas fases, entendidas

como dialéticas, e certas estratégias, baseadas, essencialmente, em problematizaces.

Uma situacdo didatica é constituida por interac6es de carater didatico entre professor, aluno e
saber por meio do desenvolvimento de atividades voltadas ao ensino e aprendizagem de um
determinado contetdo. No entendimento de Almouloud (2007, p. 33), “o objetivo central da

teoria das situagoes ¢ a situagao didatica”.
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Além disso, compde a proposta da teoria das situacdes o fato de que, entre 0 momento de
aceitacdo do problema e das dialéticas envidadas para sua resolucdo, a participacdo do
professor limite-se & mediacdo das intera¢fes entre 0s sujeitos e ndo incida de forma diretiva
em relacdo ao saber em jogo. Em outras palavras, o professor ndo intervém nas decisdes dos
estudantes, evitando incorrer em efeitos deletérios do contrato didatico ali estabelecido
(Brousseau, 1986). O docente tem como um dos elementos efetivos de sua mediagdo a
elaboracdo de problemas adequados que, no &mbito da situacdo, serdo os elementos que
possibilitardo abordar o conhecimento pretendido. Todo o processo &, assim, justificado pela
I6gica interna da situacdo e pela elaboracdo de resolucdes adequadas as problematicas
sugeridas. De acordo com Oliveira e Silva (2013), a esta proposta, Brousseau (1997)
denomina situacdo adidatica. Para o autor francés, “as situagdes adidaticas sdo aquelas
situacbes de aprendizagem nas quais o professor foi bem sucedido na remocdo de sua
vontade” e de quaisquer indicagdes mais diretas a respeito do conteudo do saber a ser
trabalhado, de forma que “clas ocorrem sem a intervencdo do professor no que se refere ao
conhecimento” (BROUSSEAU, 1997, p.47).

O que deve ser destacado em relagdo a situacdo adidatica é que o aluno ndo deve perceber a
intencionalidade didatica do professor, mesmo considerando que a mesma exista. E
justamente por isso que se pode afirmar que cabe ao aluno aceitar a responsabilidade pelo
processo de investigacdo e pela descoberta de resolucdes que sdo, em Ultima instancia, o
conhecimento que se pretende construir. O éxito dos alunos ao trabalharem com as situagdes
adidaticas condiciona a construcdo dos conhecimentos mobilizados autonomamente por eles

durante a resolucéo dos problemas arrolados (Oliveira e Silva, 2013).

Outro fator de bastante importancia reside, justamente, na ideia de que as respostas
procuradas representem o conhecimento que se pretendia quando da elaboracéo da situacéo.
Sobre isto, Perrin-Glorian (1999) denomina situacdo fundamental ao conjunto de situacdes
adidaticas que proporcionam a construcdo de conhecimentos apoiados em uma epistemologia
cientifica. Desta forma, pode-se dizer que a situacdo fundamental se refere a um conjunto
caracteristico de um saber e/ou conhecimento, de forma que os distintos valores atribuidos as
variaveis didaticas devem permitir gerir as situaces que representam, de forma ampla, o

saber em questdo (Oliveira e Silva, 2013).

Em uma situacdo adidatica, o docente ndo deve declinar antecipadamente o que deseja como

resposta do aluno, mas deve ter o cuidado de propor a aceitacdo da responsabilidade, por parte
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do estudante, pela construcdo de propostas que venham a atender os problemas apresentados.
Este movimento, a partir do qual o professor procura fazer que o aluno assuma a
responsabilidade por uma situacdo de aprendizagem (adidatica), inclusive pelas
consequéncias desta transferéncia, Brousseau (2008, p.91) denomina devolucdo. Deve ser
destacar que o aluno ndo distingue imediatamente, no contexto da situacdo, os elementos de
origem didatica daqueles de origem adidatica. Para Brousseau (2008, p.89), em relacdo as
contribuigdes esperadas durante a fase de devolugdo, “o ensino tem por objetivo principal o
funcionamento do conhecimento como producao livre do aluno em suas relacbes com o meio
adidatico”. Justamente por isso, o0 mesmo autor, (2008, p.90) indica que “o aluno adquire
conhecimentos por meio de diversas formas de adaptagdo as restricdes de seu entorno”,
ressaltando que “o valor dos conhecimentos adquiridos dessa forma depende da qualidade do

meio como motivador de um funcionamento ‘real’, cultural, do saber”.

Ainda sobre os fundamentos da TSD, Brousseau (1986) denominado de milieu, que deve ser
organizado pelo docente, ao sistema sobre o qual os aprendizes agem e, se detiver carater
antagobnico, retroage justamente em relacdo a estas acdes, fornecendo elementos para que
surjam aprendizagens. Para o autor, o milieu sem intencionalidade didatica ndo é adequado ao
processo de construcdo do conhecimento. Para Oliveira e Silva (2013), o milieu notadamente
antagonista deve permitir ao aluno agir de modo autbnomo em relacdo as situacdes que
participa e em relacdo as interacfes junto ao professor, dando condicGes ao aluno de refletir
sobre seus posicionamentos e a¢Ges. Desse modo, 0 aluno aprende corrigindo suas acgdes e
antecipando os efeitos, justamente a partir de retroacdes em relacdo ao milieu. Assim, as
situacOes e em que os alunos estdo inseridos (com intuito didatico) sdo para eles o milieu de
referéncia, sobre o qual exercem a sua capacidade de construir conhecimento e aprendizado
(Oliveira e Silva, 2013).

Para Almouloud (2007, p. 36), o processo de analise proposto na TSD é decomposto em
quatro fases, em relacdo as quais o saber ostenta diferentes fungdes, e que reservam ao

estudante distintas relagdes com este mesmo saber. Para o autor:

Brousseau modela as situagfes adidaticas em termos de um jogo. Uma
situacdo suscetivel de provocar uma aprendizagem serd tal que o aluno dispde
de uma estratégia basica para comecar a jogar. Tal estratégia deve permitir ao
sujeito compreender o problema e as regras do jogo. No entanto, as
retroacOes fornecidas pelo milieu lhe permitem também perceber que essa
estratégia ndo permitird ganhar o jogo ou entdo que seu custo didatico ou
cognitivo ¢ muito grande. Uma estratégia Otima deveria ser criada ou
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viabilizada utilizando-se [do] conhecimento visado (ALMOULOUD, 2007,
p.36).

Dentre as fases indicadas, na l6gica do jogo supramencionada, na de acao, o aluno é levado a
tomar decisdes e 0s saberes passam a ser colocados em pratica a fim de solucionar o problema
proposto. Na fase de formulagdo, as estratégias para solucionar o problema sdo explicitadas,
enquanto que a fase de validagédo ocorre visando uma corre¢do cultural ou empirica, para
garantir a pertinéncia, adequacdo, adaptacdo ou conformidade dos conhecimentos
mobilizados. Por fim, na institucionalizacdo, o professor retoma o que foi realizado no
trabalho de pesquisa dos estudantes, em sessdes coletivas, e sintetiza este saber, fixando o
estatuto valido do conhecimento matematico (Oliveira e Silva, 2013).

Em um contexto mais geral, no ambito das interacfes que ocorrem durante uma situacdo
construida para proporcionar a aquisicdo de certo conhecimento, as fases mencionadas aqui
estdo profundamente interligadas, permitindo ao aluno a responsabilidade pela gestdo de sua
relacdo com o saber nas dialéticas de acdo, formulacdo e validacdo. Ao professor, cabe a
responsabilidade pelas atividades relativas a institucionalizacdo. Para Oliveira e Silva (2013),
analisar o processo compreendido pelo trabalho dos agentes da relagdo didatica em relagdo ao
saber em todas estas fases possibilita um melhor entendimento de como o conhecimento é
construido no decorrer da situacdo em que esta inserido. Assim, em um primeiro momento, o
saber estd ligado ao contexto da situacdo; posteriormente, € descontextualizado, ganhando
assim um status de objeto de estudo, e, finalmente, é recontextualizado, passando a ser uma

ferramenta para ser usada em outras situacoes (Oliveira e Silva, 2013).

Com base nestes pressupostos, 0 objetivo deste estudo é o de constituir situacdes de
aprendizagem, compostas por construcdes adidaticas nas quais se inserem problemas relativos
ao uso de diferentes crivos aplicaveis aos numeros primos. A situacdo fundamental, que
condicionara o conhecimento que se pretende construir, serd permeada pela consolidagéo de
saberes relativos aos numeros primos e ao teorema fundamental da aritmética, bem como a
aplicacdo destes conhecimentos como ferramentas para a resolu¢do de outros problemas,

como os relativos a criptografia.

Os sujeitos em relagdo aos quais as situagoes serdo propostas sdo alunos de licenciatura em
Matematica da Universidade Estadual do Pard, ou seja, futuros professores de Matematica,

que deverdo, por sua vez, ter conhecimentos suficientes para trabalharem com este conteido
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no Ensino Basico. As interacdes e respostas obtidas serdo analisadas sob a abordagem
qualitativa, por meio de uma proposta descritiva e interpretativa, que considera a importancia
do processo mais do que de resultados quantitativos, propriamente ditos, ainda que leve estes

ultimos em consideracdo (Bogdan e Bliken, 1994).

E neste contexto que os futuros professores de Matematica, sujeitos desta pesquisa, irdo
trabalhar. Entretanto, seus conhecimentos ndo deveriam ser limitados aqueles compativeis
com os estudantes do Ensino Fundamental, mas serem mais amplos, de modo que tenham
competéncia para a compreenséo e elaboracdo de atividades que estimulem a investigacdo que
leve a apropriacdo, por exemplo, dos conhecimentos proporcionados pelos crivos,

apresentados a seguir.
Crivos de primalidade
O Crivo de Eratosthenes

A rigor, Crivos sdo essencialmente geradores de numeros primos. Cada um tem sua
importancia de acordo com sua simplicidade, velocidade e implementacdo computacional.
Neste artigo, adapta-se o funcionamento de cada crivo para torna-los um tipo de critério para
testar a primalidade de um inteiro positivo impar. Claro que por ser uma adaptacdo, deve se

usar de forma muito criteriosa.

O Teorema que diz “se um inteiro positivo a > 1 é composto, entdo a possui um divisor primo
p < [\/EJ e seu corolario: “se um niimero a ndo possui nenhum fator primo p, tal que 2 < p<
[\/EJ , entdo a ¢ numero ¢ primo”’, fornecem um processo que permite reconhecer se um dado
inteiro a > 1 é primo ou é composto, para o que basta dividir a sucessivamente pelos primos

que ndo excedem o valor |va/|. Tal resultado € a base do chamado Crivo de Eratosthenes.

Nicdmaco, em sua Aritmética, publicada por volta do ano 1000 d.C., introduz o crivo de

Eratosthenes da seguinte forma:

O método para obter nimeros primos é chamado por Eratosthenes uma
peneira, porque tomamos nudmeros impares misturados de maneira
indiscriminada e, por este método, como se fosse pelo uso de um instrumento
Ou peneira separamos 0s primos ou indecomponiveis dos secundarios ou
compostos.[ ] (COUTINHO, 2000, p. 62)

A construcdo de uma tabela de nimeros primos que ndo excedam um dado inteiro impar n

usando o Crivo de Eratosthenes consiste no seguinte: escrevem-se, na ordem natural, todos 0s
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inteiros impares a partir de 3 até n (so listamos os impares, pois 2 € o unico primo par). O
primeiro nimero da lista € o 3; risca-se (0 que equivale a eliminar) os maltiplos de 3 maiores
que ele proprio. Em seguida procuramos o menor elemento da lista, maior que 3, que nao
tenha sido riscado; que € 0 5. Risca-se os maltiplos de 5 maiores que ele préprio. Em seguida
procuramos 0 menor elemento da lista, maior que 5, que ndo tenha sido riscado; que € o 7.
Risca-se os multiplos de 7 maiores que ele proprio. Em seguida procuramos o menor
elemento da lista, maior que 7, que ndo tenha sido riscado; que € o 11. E assim por diante, até

chegar a n; por fim, adiciona-se 0 2 a lista.

Como exemplo no método supramencionado, segue a construcdo da tabela de nimeros primos

menores que 100.

Como |V100| = 10, basta eliminar sucessivamente da tabela os niimeros que sdo maltiplos
dos primos p menores que ou iguais a 10, ou seja, 3, 5 e 7 e restardo o0s seguintes primos: 3, 5,
7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Considerando o objetivo de usar os crivos como critério para testar a primalidade, o crivo de
Eratosthenes pode ser usado da seguinte maneira: Se n € um impar em relacdo ao qual se

pretende verificar se € ou ndo primo, o crivo sugere o seguinte procedimento:

e Extrai-se o piso da raiz quadrada de n: [vn/;
e Divide-se n por todos 0s primos p menores que ou iguais a n;

e Se nnao for divisivel por nenhum dos primos p, entdo n é primo.

e Estabelecendo o critério de Eratosthenes para verificar se 1073 é primo
Para responder a esta questdo, € preciso possuir acesso a uma determinada quantidade de
primos que satisfacam a necessidade do problema, isto é, para saber se um nimero é
realmente primo, de inicio, precisa-se de alguns primos. Ou seja, ao extrair o piso da raiz
quadrada de 1073, [\/mj = 32, deve-se conhecer todos 0s primos menores ou iguais a 32
(2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29,31); caso 1073 ndo seja divisivel por nenhum desses primos,
entdo ele é primo. Entretanto, 1073 = 29 x 37, ou seja, é divisivel por 29, logo nédo € primo.

Note que o outro fator, 37 > |v/1073|, n&o chega a ser testado.

Crivo de Sundaram
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O Crivo de Sundaram baseia-se numa matriz formada a partir de nUmeros em progressoes
aritméticas (PA). Em outras palavras, sequéncias de nimeros em que 0s nimeros da sucessao

estdo a uma determinada distancia fixa, chamada de razdo da PA.

Por exemplo, tome-se a sequéncia infinita em que os nimeros da sucessdo formam uma PA de
razdo r;= 3 e primeiro termo a;=4: 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, ...

Em seguida, uma segunda PA de razdo =2 +r; =5, cujo primeiro termo é o segundo termo
a,=7 da primeira PA, isto ¢, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37,42, ...

Agora, uma terceira PA de razdo = 2 +r, = 7, cujo primeiro termo é o terceiro termo az=10
da primeira PA, ou seja, 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, 59, ...

Pode-se perceber o padrdo emergente: Cada linha i, tem como primeiro termo o termo a; da

primeira PA e a razdo de uma PA nalinhai e dada por 3+2(i-1).

Escrevendo as sequéncias aritméticas uma abaixo da outras, na forma de uma matriz infinita

S, tem-se:

4 7 10 13 16 19 22 25 28

7 12 17 22 27 32 37 42 47
10 17 24 31 38 45 52 59 66
13 22 31 40 49 58 67 76 85
16 27 38 49 60 71 82 93 104
19 32 45 58 71 84 97 110 123
22 37 52 67 82 97 112 127 142...

A matriz apresenta a seguinte estrutura: a primeira linha é igual a primeira coluna, a segunda
linha é igual a segunda coluna, a terceira linha é igual a terceira coluna e assim
sucessivamente, cada linha é uma progressdo aritmética, e as razOes das progressoes
consecutivas formam uma sequéncia 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, ..., que também é uma PA de

razao 2.
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Em seguida, escolhe-se qualquer nimero nesta matriz, multiplica-se por 2 e adiciona-se 1,
verificando se o nimero resultante é primo. Na verdade, repetindo o procedimento algumas
vezes, seré possivel constatar que, ndo importa o nimero eleito dentro da matriz, um ndmero

primo jamais sera obtido.

O que poderia ser dito em relacdo aos nimeros que ndo estdo na matriz, por exemplo, 5, 6 e

8? Para um ndmero g que ndo esta na matriz, 0 nUmero 2q +1 € primo.
Desta forma, de acordo com o Crivo de Sundaram, pode-se dizer que:

e Se g encontra-se na matriz S, entdo 2g +1 nao € primo;
e Se g ndo se encontra na matriz S, entdo 2q +1 € primo.
Podem-se resumir essas duas proposi¢cdes em uma sé: 2q +1 é primo, se e somente se, g nao

esta na matriz S.
De outra forma, segue a demonstracao:

Pode-se comecar determinando uma formula de entrada na matriz S. O primeiro termo na n-
ésima linha é 4+3(n-1) = 3n+1. A diferenca comum na progressao aritmética compreendida na

n-ésima linha é 2n+1; assim, o m-ésimo nimero na n-ésima coluna é
3n+1+(M-1)(2n+1)=2m+1)n+m

Entdo, se g aparece na matriz S, entdo g = (2m + 1)n + m para algum par de inteiros m e n.
Assim, 29 + 1 =2(2m+1)n + 2m + 1 = (2m + 1)(2n + 1) é composto. Mostra-se, agora, que, se
g ndo aparece na matriz S, entdo 2q + 1 é primo, ou de modo equivalente, se 2q + 1 ndo é
primo, entdo ¢ aparece na matriz. Entdo, suponha-se que 2gq + 1 = a.b, onde a, b séo inteiros

maiores que 1.

Uma vez que 2g + 1 é impar, a e b devem ser impares também, logo
a=2p+leb=2t+1.

Assim,

20+ 1l=ab=02p+1)(2t+1)=2p(2t+1)+ 2t +1

g=(2t+1p+t
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Isso significa que g é o t-ésimo nimero da p-ésima linha na matriz S.
Conclui-se que 2q + 1 € um nimero primo se, e somente se, q Ndo aparece na matriz S.
Teste de Primalidade de Sundaram

O crivo de Sundaram estabelece apenas que se um nimero q estiver na matriz de Sundaram,
entdo 2q + 1 ndo € primo, mas se g nao aparece na matriz, entdo 2q + 1 é primo. Considera-
se a situacdo contraria. Analisa-se se um namero p é ou ndo primo, tentando determinar se
q = (p — 1)/2 esta ou ndo na matriz.
Como exemplo, quer-se verificar se 2573 é primo pelo crivo de Sundaram.
De acordo com o crivo de Sundaram, para garantir que 2573 seja primo, é necessario
assegurar que, na matriz de Sundaram, ndo exista nenhum ndmero q, tal que 2q +1 =
2573 - g = 1286 ndo esteja na matriz e também que ndo exista m e n inteiros positivos tais
que (2m + 1)(2n + 1) = 2573, que indicaria uma linha e uma coluna onde g se encontraria.
2m+1)(2n+1) = 2573

dmn+2m+2n+ 1= 2573
dmn + 2m + 2n = 2572

2(2mn+m+n) = 2572

2mn+m+n = 1286
Se existirem tais valores de m > 0 e n > 0, eles sdo menores que q. Testando varios valores

de m, obtém-se os seguintes valores de n:

m|2m+1 p =2n+1 n
2m+1

1 3 25% = 857,666 ... | 428,333 ...

2 5 25T73 =514,6 256,8
257

3 7 —57 3 = 367,571... | 183,286 ...

4 9 25773 = 285,888 ... | 142,444 ...

5 11 _2?13 = 233,909 ... | 116,455 ...
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6| 13 |73 _197923.. |984615..
13

71 15 12273 171533 | 85,2667 ..
15

8 17 25—73 = 151,353 ... | 75,1765 ...
17

o 19 |73 _ 135421 |67,2105..
19

10 21 25% =122,524...| 60,7619 ...

1] 23 | 27 _11187.. | 554348
23

12 25 25£ = 102,92 50,96

25
13 27 22—;3 = 95,2963 ... | 47,1481 ...
2573 43,8621 ...

14 29 —— = 88,7241 ...

29
2573
15 31 —— =283 41
31
Como m = 15 e n = 41 satisfazem a equac¢do (2m + 1)(2n + 1) = 2573, logo g =1286

aparece na matriz de Sundaram na linha 15 e coluna 41 e vice-versa. Por conseguinte, 2573

ndo é primo.

Crivo de Atkin

Em seu artigo Prime Sieves Using binary Quadratic Forms, Atkin e Bernstein (2003),
apresentaram um engenhoso algoritmo para gerar nimeros primos que ficou conhecido como
Crivo de Atkin. Apesar deste crivo ndo ser um teste de primalidade, pode-se mostrar que &
possivel adapta-lo para se transformar, dentro do possivel, em um teste eficiente se for
utilizado de tras para frente. Isto é, a partir de um inteiro positivo impar, determinar valores

intermediarios X e y que satisfacam as condic¢des do algoritmo criado por Atkin e Bernstein.

O crivo de Atkin tenta representar um inteiro candidato n em trés formas possiveis:
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n=4x*+y?
n=3x*+y?
n=3x*-y?

com x e y variando entre 1 e /I, onde | é o limite superior até onde se pretende verificar as

solugdes inteiras positivas para uma das equagdes acima.

Para a escolha da equacdo diofantinas quadraticas, é necessario verificar se n deixa alguns

restos especificos, modulo doze:

e n=4x"+y? se n=1(mod12) ou n=5(mod12)
e n=3x"+y?, se n=7(mod12)

e n=3x"-y’ se n=11(mod12) e x>y

Entdo, de acordo com a teoria do Crivo de Atkin, se n tiver uma quantidade impar de de
solucdes (x, y) positivas, dentro de um intervalo especifico, entdo n é considerado um

namero primo.
Teste de Primalidade de Atkin

Basicamente, o crivo de Atkin gera numeros primos a partir da contagem de solucdes
positivas (x,y), dentro de um intervalo determinado, em determinadas equacfes diofantinas
quadréaticas. Cada nimero n que se queira testar deve ser associado a uma equacdo que esta
relacionada com um resto de n na divisdo por 12, que seja relativamente primo com 12; os
restos da divisdo por 12 que sdo relativamente primos com 12 sdo 1, 5, 7 e 11.

Logo, se o objetivo for utilizar o crivo de Atkin como teste de primalidade, entdo é necessario
verificar qual o resto deixado por um nimero impar n > 1 ao ser dividido por 12 e testa-lo na
equacao correspondente.

Como exemplo, mostra-se o critério de Atkin para verificar se 1069 é primo.

Dividindo 1069 por 12, obtém-se resto 1 e de acordo com o que foi visto, deve-se contar o
numero de solugbes inteiras positivas (x,y) existentes na equacdo diofantina quadréatica
4x? + y? = 1069, num certo intervalo.

Para esta equagdo, pode-se considerar o seguinte: o produto 4x2 é sempre par; logo, y? é

impar, pois a soma de uma parcela par com uma parcela impar resulta em 1069, que é impar.
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Como y? é impar, entdo y também é impar. A principio, nada se pode afirmar sobre a
paridade de x. Entretanto, 0 < x < 16, como mostrado a seguir:

4x% + y% = 1069

y? = 1069 — 4x?

y =+/1069 — 4x2
1069 — 4x% >0
1069 > 4x?

, _ 1069
X 4

x? < 267,25

x < 16,34

Por inspecdo, x = 15, o que resulta em y = 13, Unica possibilidade de (x,y) inteiros
positivos.

O crivo de Atkin alterna a condicdo de primalidade de um nimero de acordo com o nimero
de solucBes positivas que possui na sua equacdo diofantina quadratica num determinado
intervalo. Como sempre havera pelo menos uma solucéo inteira positiva, 0 nUmero passa a ser
considerado primo; porém, ao se obter uma segunda solu¢do, o nimero passa a Sser
considerado composto e assim sucessivamente.

Em resumo, para que o nimero seja considerado primo, de acordo com esse teste, deve
possuir uma quantidade impar de solucdes positivas dentro do intervalo estabelecido. Neste
exemplo, provou-se que 1069 é primo, pois ha somente uma solucéo positiva (x, y) para a

sua equacao diofantina quadratica.

Considerac0es Finais

Atualmente, a pesquisa esta na fase de elaboracdo das sequéncias didaticas, buscando adaptar
as caracteristicas dos crivos apresentados as investigacdes que os estudantes serdo levados a
fazer. As sequéncias serdo aplicadas no ambiente da Universidade do Estado do Pard, com
sujeitos voluntarios, em regime extracurricular. A partir dai serdo organizadas as analises,

usando como suporte o cabedal teérico e metodoldgico apresentado neste trabalho.
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